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Exercice 2 : Soient n ∈ N∗,D = {z ∈ C / |z| ≤ 1} et a1, ..., an,b1, ..., bn des
éléments de D. Montrer que :∣∣∣∣∣
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1.∀n ∈ N∗ on pose Pn : ”
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2. P1 est vrai car ∀(a1, b1) ∈ D2,|a1 − b1| ≤ |a1 − b1|

3. Soit n ∈ N∗ tel que Pn. On a :∣∣∣∣∣
n+1∏
i=1

ai −
n+1∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣an+1

n∏
i=1

ai − bn+1

n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣an+1

n∏
i=1

ai − bn+1

n∏
i=1

bi + bn+1

n∏
i=1

bi − bn+1

n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣an+1

(
n∏

i=1

ai −
n∏

i=1

bi

)
+

n∏
i=1

bi (an+1 − bn+1)

∣∣∣∣∣
= |an+1|

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

ai −
n∏

i=1

bi

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

bi

∣∣∣∣∣ |an+1 − bn+1|

≤

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

ai −
n∏

i=1

bi

∣∣∣∣∣+ |an+1 − bn+1| car |an+1| et |
∏n

i=1 bi| ≤ 1 (car ∈ D)
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4. Par théorème de récurrence, ∀n ∈ N∗, Pn.
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