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Calculer Sn =
∑
z∈Un

|z − 1|

Soit z ∈ Un, alors z = e
2ikπ
n , k ∈ [[0 , n− 1]]

|z − 1| = |e 2ikπ
n − 1| , k ∈ [[0 , n− 1]]

= |e ikπn (e
ikπ
n − e− ikπn )| , k ∈ [[0 , n− 1]]

= |2 sin(
kπ

n
)| , k ∈ [[0 , n− 1]]

Étant sur la partie supérieur du cercle on a sin(kπn ) ≥ 0 pour k ∈ [[0 , n− 1]]

Donc Sn =
∑
z∈Un

|z − 1| = 2

n−1∑
k=0

sin(
kπ

n
)

On pose An =

n−1∑
k=0

sin(
kπ

n
) et Bn

n−1∑
k=0

cos(
kπ

n
)

On a An + iBn =

n−1∑
k=0

cos(
kπ

n
) + i sin(

kπ

n
) =

n−1∑
k=0

(
e
iπ
n

)k

=
1−

(
e
iπ
n

)n
1− e iπn

=
2

e
iπ
2n (e−

iπ
2n − e iπ2n )

=
2 sin( π2n ) + 2i cos( π2n )

2 sin( π2n )

= 1 + i
cos( π2n )

sin( π2n )

Par unicité de la partie Imaginaire on a donc:

Sn = 2 Im(An + iBn) = 2
cos( π2n )

sin( π2n )

Ce qui conclut l’exercice.
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